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1. Es handelt sich bei
y=zy—ay’=z-(y—v°)

um eine Differentialgleichung y' = h(x)-g(y) mit getrennten Variablen mit den stetigen Funktionen
h:R—R, h(zx)=2z, und g:R—=>R, gy)=y(1—y),

Die Funktion g ist sogar stetig differenzierbar, also ist die Bedingung ii) aus 2.8 erfiillt und es
gibt nach 2.8 zu jedem Punkt (zg,y0) € R? eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : D, — R mit
©(xo) = yo. Zunichst liefern die beiden Nullstellen y; = 0 und y2 = 1 von ¢ die beiden konstanten
Losungen

v1:R—=R, ¢i(x)=0, und w2 R—= R, pax)=1,

und eine Losung ¢ kann, wegen der Eindeutigkeit, keinen Punkt mit ¢; und 2 gemeinsam haben
(also G, NGy, = @ und G, NG, = @); es gilt also entweder

p>1 oder 0<p<l oder p < 0.

1. Fall: Wir betrachten die DGL
Yy =xy(l—y), y>1,

trennen die Variablen und formen &dquivalent um

dy _

1 —
2 = 2yl =)
d
/y = /xdac
y(1—y)
1 1 )
(* + 17) dy = | xdx Partialbruchzerlegung!
Y -y
1
Infy| —In|1—y|= 55132 +c (fiir eine Konstante ¢ € R)
1
In ‘ Y ‘ = 7:1;2 +c
1—y 2
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<0,day>1
—73/ = e%x2+c
-y
y=—(1—y)-ex”*e
y —yes? T = _ezvie
_e%mQ—l—c 6%2724-0
y =



Die maximalen Losungen im 1. Fall sind also

e%xz-i—c

p:D, — R, ¢(x)= mit ¢ € R,

1.2
e e 1

wobei als maximale Definitionsbereiche in Frage kommen

R, im Fall ¢ >0
D, = q]—00,0[ oder ]0,00[, im Fall ¢ =0
] — 00, —v/=2c| oder | — \/=2¢,+/—2c| oder ]\/=2¢,00[, im Fall ¢ < 0.

Nur im Fall D, = R (bei ¢ > 0), D, =]—00, 0] oder |0, 00[ (bei c = 0), D, =|—00, —v/—2¢[ oder
Jv/—2c¢,00[ (bei ¢ < 0) verlduft der Graph von ¢ oberhalb der Gerade y = 1,

[Begriindung: In diesen Fiéllen ist e3®He _ 1 > 0, also gilt fiir alle x € D, daB3
1.2 1.2
o egac “+c egx +c .
p(x) = SLetre > Alre 1]

... und nur im Fall ¢ > 0 ist der Definitionsbereich ganz R.
Die maximalen Losungen im 1. Fall mit D, = R sind also

e%x2+c

QOZR—>R, @(x)zm mit ¢ > 0.

2. Fall: Wir betrachten die DGL
Yy =xzy(l—y), 0<y<l,

trennen die Variablen und formen wie im 1. Fall dquivalent um

dy _

1_
T ry(l—y)

1
Inly| —In|l —y|= 53:2 +c (fiir eine Konstante ¢ € R)

1
ln‘ v ‘ =_z2+c
1—y 2
~——
>0,da0<y<1
Y _ e%:cQ—l-c
l-y
y=(1-y)- 3% +e
y + ye%:ﬁ—i—c — e%:c2+c
6%$2+C
N 1 + e2@’+e
Die maximalen Losungen im 2. Fall sind also
eéxQ—Q—c
QD:R—>R, @(w):m mltCGR.

Diese sind alle auf ganz R definiert.

3. Fall: Wir betrachten die DGL
y':xy(l—y), y<07



trennen die Variablen und formen wie im 1. Fall dquivalent um

1
Inly| —In|l —y| = x +c (fiir eine Konstante ¢ € R)

1
In| — | = §ZE +c
\V_z
<0,day<o0
—7y = 6%1‘2+C
L-y
651:2—"_0
y = ———
e3®+e _ 1

Die maximalen Losungen im 3. Fall sind also

l962+c
¢:D, — R, op(x)=

ez +e 1’

wobei fiir die in Frage kommenden maximalen Definitionsbereiche (siehe 1. Fall) nur mit
D, =] — vV/—=2¢,v/—2c[ (bei ¢ < 0) sich Werte ¢(x) < 0 ergeben, da ezt _ 1 < 0 fiir
€] — v —2¢,v/—2c[.

Die maximalen Losungen im 3. Fall sind also

lx2—|—c

0] —vV-2c,vV-2c] — R, )= mit ¢ < 0.

1,2
ea®"te _ 1

Damit gibt es im 3. Fall keine Losungen, die auf ganz R definiert sind.

Zusammenfassung:
Alle maximalen Losungen mit D, = R sind:

R — R = it
® ,  o(x) €§x2+c _1 mit ¢ > 0,
e He 1
Hier ist lim ¢(z) = lim w5—— = lim ———=1
r—+o00 x—+00 et +c 1 r—too ] — T
ejz (&
sowie
7172+c
p:R — R, opz)= W mit ¢ € R,
+1
eEacQJrc
Hier ist lim ¢(z) = lim w—5—— = lim ———=1
r—+00 x—+00 e3% 2+¢ +1 z—too 1 4 m
sowie

v:R — R, ¢x)=1,

Hier ist lim ¢(z) =1

r—+oo



und
@ R — ]Ra (p(iU) = 07
[ Hier ist lim ¢(x) =0. ]

r—+o0

2. Die vorliegende DGL kann aufgefaflt werden als eine Differentialgleichung v’ = h(z) - g(y) mit
getrennten Variablen mit den stetigen Funktionen
1

h:R%R, h(m):m7

und ¢g:R—>R, g(y)=y—1.

Die Funktion g ist stetig differenzierbar, also ist die Bedingung ii) aus 2.8 erfiillt und es gibt nach
2.8 zu jedem Punkt (2o,y0) € R? eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : Dy, — R mit ¢(z0) = yo.
Die Nullstelle y; = 1 von g liefert dabei die konstante Losung

Qpl:R_}Ra 801('%):17

und jede weitere Losung ¢ : D, — R von (x) kann — wegen der Eindeutigkeit — keinen Punkt mit
1 gemeinsam haben, ihr Graph G, verlduft also komplett oberhalb oder komplett unterhalb der
Geraden y = 1, es gilt also entweder

p>1 oder p <1
1. Fall: Wir betrachten die DGL

r_ y—1
x24+1’

Yy y <1l (1)

Fiir deren Losungen ¢ : D, — R gilt ¢(2) < 1 und damit unter Verwendung der gegebenen

Differentialgleichung
<0
)—1
) = P@) =1
#(@) w241
——
>0

<0

fir alle x € Dy; folglich sind diese Losungen aber streng monoton fallend.
2. Fall: Wir betrachten die DGL

/ y—1

= —— > 1.
CCZ—F].’ Yy (*2)

Y

Fiir deren Losungen ¢ : D, — R gilt ¢(x) > 1 und damit unter Verwendung der gegebenen

Differentialgleichung
>0
——
p(r) —1
2

x°+1
——
>0

o (z) = >0

fiir alle z € Dy; folglich sind diese Losungen streng monoton wachsend.
Wir 16sen nun die DGL (*2) durch Trennung der Variablen:

dy _y—1
dr 22 +1
1 1
dy = d
/y—l Y /m2—|—1 v
In|y — 1| = arctanz + ¢ (fiir eine Konstante ¢ € R)

In(y — 1) = arctanx + ¢ (beachte, dal y > 1, also y — 1 > 0)

y = earctana}—‘rc 4 1



3.

Es ergeben sich also die streng monoton wachsenden Losungsfunktionen
Q: R — R, 80(x> — earctanx—i—c 4 1’

mit ¢ € R.

Alternativ kann man die DGL

, y—1 1 1
T2l 22417 241
—_—— Y
a(z) (b(=)
auch als inhomogene lineare DGL 1. Ordnung auffassen, wobei ¢,(z) = 1,z € R, eine partikuldre
Losung ist. Die allgenmeine Losung der homogenen DGL
;Y- 1 B 1
241 2241

Y (*)

y y (*0)

ist
oo(z) = cet®) = ¢t e R mit ¢ € R beliebig.
Dann ist die allgemeine Loésung von (x) ist dann

p(r) = ce™ T 1 1 3 € R, mit c€ R beliebig.

Da z — edtane o ¢ R streng monoton wachsend, ist ¢ genau fiir ¢ > 0 eine streng monoton
wachsende Losungsfunktion.

a) Ist ¢ : D, — R ein Losung der Differentialgleichung

v =y, y=0, ()
so ist ¢'(x) = \/e(z) > 0, also, da D, C R ein Intervall, ist ¢ monoton wachsend.

b) Es handelt sich um eine Differentialgleichung ' = h(x) - g(y) mit getrennten Variablen mit
den stetigen Funktionen

h:R—R, h(z)=1, und g:[0,00[=R, g(y)= 7.

Man beachte, daf hier die Bedingungen i) (g nicht nullstellenfrei) und ii) (g nicht stetig
differenzierbar) aus 2.8 nicht erfiillt sind, eine eindeutige Losbarkeit des AWP ist also nicht
garantiert (und hier auch nicht gegeben).

Zunachst liefert die Nullstelle y = 0 von ¢ die konstante Losung
SOI:R_>R7 90(35):07

die wegen ¢(0) = 0 auch das Anfangswertproblem lost;
Wir betrachten nun die Differentialgleichung

y' =y, y>0, (+1)
trennen die Variablen und formen &dquivalent um:

dy_ ’
%—y—\/@

/y_édy:/ld:n

2y2 =z +c mit einer Konstanten ¢ € R (+)

. T —+c 2
y= 9 .

NI




Wegen y > 0 ist auch /y > 0, also mufl wegen (+) gelten x + ¢ > 0, also & > —c. Damit ist
die allgemeine Losung von (x7)

p:]—c,00[ 5 R @(fv)=<$;c>2~

4 / 7 /ch

.
.

Diese Losungen ¢ sind jedoch keine maximalen Losungen von (%), da sie noch durch ¢(x) = 0
fir x < —c zu einer differenzierbaren Funktion (wieder mit ¢ bezeichnet) ¢ : R — R
fortgesetzt werden konnen. Die allgemeine Losung von (x) besteht also aus den Funktionen

SO:R — Ra (P(-'E)ZO,

und
0 , fir x < —c¢
(””T*'C)2 , fiir z > —c

mit ¢ € R. Dabei sind alle Funktionen mit ¢ < —1 Losungen des gestellten AWP.

v:R — R, gp(:z:):{

Die DGL hat die Form
y" + a1y’ + apy = b(x) (*)

mit ag,a; € R und einer stetigen Funktion b : R — R. Da 91,19, 13 Losungen von (x)
sind, sind nach der Bemerkung nach 2.13 der Vorlesung

P1 =11 — 13 und P2 1= — (Y2 — ¥3)
Losungen der homogenen DGL
y" + a1y’ +agy =0 (*0)

Die Funktionen
p1(z) =€, z€R, und @a(x)=¢" zeR,

sind zudem linear unabhéngig, also ist, da es sich um eine inhomogene lineare Differential-
gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten handelt, ¢, 2 ein Fundamentalsystem
von (k). Damit lautet die allgemeine Losung von (xq)

Perer () = c101(x) + c202(x), z €R,
mit ¢, co € R, und die allgemeine Losung von (x) dann (mit ¢3 als einer partikulidren Losung)
P(T) = Pey,en (T) + P3(2) = c191(x) + c22(7) +h3(x) = cre” + e+ 1z, TER,

mit c1,co € R.



b)

Es ist mit z € R

o(r) =c1e” + e * +x

O (z) = c1e” — coe™* + 1,
also

0 <= c1+c—-0=0
5 <= c1—co+1=5.
Dieses lineare Gleichungssystem in ¢; und co hat die eindeutig bestimmte Losung

Ccl1 = 2, Cy = —2.

Also ist
p(r) =2 —2e " 4+ 2, x€R,

die Losung des gestellten AWP.



